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R3の曲線 X= x(t)が一般性条件允 I¥xヂ0を満たすとき，（ふx,出Xx)を正規直交化し Frenet枠
u=(希，み点）を得る．枠の全体は群構造をもたないが参照枠 (xに沿って平行性を持つ枠を選ぶ）を固定す
ることにより群S0(3)と同一視される．こうして Frenet方程式
0 -ti 0 
U―1u = 1±1 (Ii O -T) E so(3)'.:c'A如
0 T 0 
を得る．（はI,氏，T)ははめこみ xの合同類の完全不変量となる．右辺の歪対称行列は 1次元の核をもち，
え=T希 +Ii西で張られる.xのx.lに対する傾きは tan0= T/ii, 0 =乙（石1,Ji旦）と計算され，定傾条件
T/ii = canstを得る．次の結果はよく知られている．




Frenet公式 (1847)は基本的であるので Euclid空間での一般形を述べておく.Rれの曲線 X = x(t)が一般
性条件 (genericnesscondition) 
x I¥... 八x<n-1)c/= 0 (0.1) 
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第i曲率kiはkn-l(捩率， torsion,と呼ぶ）を除いて正値である・(1±1,K)がはめこみxの合同類の完全不変
量となる，ここでK= (k1, .. , kn-1)-以後断りなしにはI=iを仮定することがある.(0.1)より r皿 kFK2': 
n-2 (cf. 補題6.l(ii)).nが偶数のとき Pfaff行列式は次で与えられ，特に sgn(pfFK)= (-1tl2sgn(kn-1). 
pfFK = (-l)n/2柘k3・・ ・kn-1- (0.2) 
1 一般化の前に
簡単のため捩率ヂ 0とする.n = 2m+lのとき Fの余因子行列 (§6.2)はF=xtx.ここでX=点 *(F八
・・・八F)E ker F, 右辺は m乗.X=LXぶに対して定傾条件 (i)は(kn-i/kn-2,.. , k4/k3, k2/k1) = 
canst E Rmとなるが， n>5のとき残りの定傾条件を導かない.n=2mが偶数のとき X= 1 (m-1)! *(FI¥ 
・・・I¥ F) E so(n)~A2Rn とすると F = XFXであり，三＝区i<jふ1e;1名に対して
span 3 = canst C A2Rn←⇒ [k1 : k2: ・ ・ ・:kn-1] = canst E RPn-2. (1.1) 
この曲率比条件が定傾条件の一般化と考えられることを以下で示したい．以後n=2mとする．
2 用語の準備
• 曲率比例．平面曲線x,yの曲率をそれぞれKx,Ky と書く• 1±1/liJI, Kx/ Kyがともに定数のとき， xはy
に曲率比例 (proportionalin curvature)するという．例えば微分可能関数h(t)をe2tcos h(t) = 1 + sinh(t), 
h(O) = 0で定めると，曲線
叫 t)=j (cosh2u)ei入h(u)du EC~ 配 (2.1)
は1わ（入,ii/Ix囚）I= 1, K叫 K入2=ふ／極自己交点数は「(I入— 1)/21, の性質をもっ.•4 曲率比例関係にある
x, yがK斗i:l=K叫針を満たせば相似になる. Xが閉曲線のとき r(x)=点§Kxxi dtは閉曲線士の基本群
7r1(TR2 ¥ 0)宰 Zにおける度数を表し回転数 (rotationnumber)という．





（名A名）●=[WKぶ＾名]. (A2Rn~so(n) の同一視をしている） (2.3) 
ここまではnが奇数でもよい．以下n=2mとする.Q, Q. E SO(m)によって
咄＝ーシぶA7/i, { (l. 品）＝（希函...土 1)Q
i=l (祈．．．伽）＝（西西．．．も~)Q. (2.4) 
の形にできる.μiはμ1:;. μ2 :;. ・ ・ :;.μm-1 :;. μ 叫， sgn(μm)= sgn(pf FK) (cf. (0.2))の条件で一意的に定
まる．簡便さのためこの順序付けを仮定することがある．
Iμ 叶，...,Iμ 叫が互いに異なる (2.5) 
•4 入が整数のとき X(入）は代数曲線だろうか？
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→ → → → → → 
を分離性条件 (separability)という.a,= <;i I¥が;~sp皿{.;i,ガ;},.; = .;i /¥・ ・ ・/¥ <;m~span{.;1, .. , .;m}, 
T/ =示 I¥・・・I¥fim~span{扉... , 伽｝とおくと，次の相補的な直交分解を得る．
Tx~Rn= a1① ・・・①l'm =~ ① T/・ (2.6) 
• Maslov回転数． シンプレクティック線形空間 R2mの Lagrange部分空間の全体は U(m)/O(m)に
Gm(R日）で次元は叫翌ユ）に州 =dimGm(R日）．ファイバー束 U(m)/O(m) 竺~U(l) が墓本群の同
型7r1(U(m)/O(m))竺 Zを与える (m> 1のとき 7r1(Gm(R2m))= Z/2). W)がLagrange部分空間である
ような閉曲線xに対しくの 7r1(U(m)/O(m))での度数m(x)をMaslov回転数 (Maslovdegree)と呼ぶ
3 主結果
n=2mとし， mの正則曲線 X= x(t)は一般性条件 (0.1)をみたすものとする．










定理 C.捩率i=0の曲線について定理Aの条件は，任意の t,t'に対してく(t)がWK(t')に関して Lagrange
的であることと同値．このとき xが閉曲線ならば（定理Aの記法で） m(x) = 2区;:1r(叩）．




Frenet形式WK=WK(t)について次の条件を考える： (a) WKは定点； (b) WKは直線（または定点）； (c) WK 
はA2Rn内のアフィン平面内に含まれる.1階微分切くの計算から (a)はxが螺旋であることと同値，心Kか
らは (b)と曲率比条件 (1.1)の同値性，さらに磁K から (c)も(1.1)と同値であることが示される.4階微分






補題 4.1.a,= o~ ⇒ Q = Q. = 0⇒ [k1 : ・ ・ ・:kn-1] = canst E RPn-2. 
はじめの条件が定傾条件 (i),次の条件が定傾条件 (i)に対応する．逆について
補題 4.2.[k1 : ・ ・ ・:kn-1] = canst E RPn-2かつ分離性条件 (2.5)⇒Q = Q. = 0. 
分離性条件は不要と思われる.n=4のときは §6(6.1) 式から具体的に確かめられる• a, = k2i-l汽
b; = k元とおき， m次多項式p叫t)を
Po(t) = 1, Pm+i(t) = (t -(am+l +加））Pm(t)-am加Pm-1(t) (4.1) 
で定義する (cf.§5). Pmの判別式D(pm)はa1,.. , am, b1, .. , bm-1の2(m-1)次式である．





定理 A が接空間 Tx の m 分解に関するものであるのに対して，定理 B はも ~_j_ = T/分解に対する
ものである.n=4のとき，曲線く(t)Eら(RりcA2R4の Euclid曲率からはよい性質が見えない．
A2R4 = A(+) EBA(一）を Pfaff計量 pf(a,(3) =占*(a/¥(3)(符号＋＋＋ーーー）で考えることにより Jacobiの定
理とまったく同様に定理Bが得られる（面積条件はGauss-Bonnetから）. Pfaff計量に関して〈t,t〉=pfFK・























= -1±1(蔚，西，．．．，召;,_1)1A (5.1) 
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となり，解析力学のHamilton方程式とよく似ている．表題の「シンプレクティック側面」はこの観察
による. ~=e1/\ 硲 I\···/\en-1, T/ =的I¥函/¥・・・/¥e,れにも注意する.Lagrange部分多様体のシンプ
















備中）における L変換（共形不変量を Laguerre幾何学を用いて Lorentz幾何の等長不変量に読替える）
のような応用が期待できる．
5. そのためには多様体M 上での定式化も必要となる．一般的手順は，まずLie群 Gc GL(V)を指定
し，主 G束P→M, 付随する Vベクトル束E→M にG接続 (wrJ)を用意する (Riemann幾何で
あればG= O(n), E = TM, (wj)はLevi-Civita接続）.M上の曲線 X= x(t)に対して構造群Gに
適合的な媒介変数を定め，そのような助変数に tを限定する (Riemann幾何ならば弧長変数）．、Frenet
枠'u= (ea)をPの曲線として構成し，その双対枠を (ef3)とする (Riemann幾何の場合同一視可能）．
E⑧ E*の曲線wrJ(u)eaRe13を考える (Riemann幾何ではA2TM→TM@T*Mの曲線WK)-前節





FK = A@(闘）―tAISi (閻）， A=(ki k~2) に注意する. tAAの固有値は入土＝ふ(y(k1+屁）2 + k22士
y(k1 -k3戸十 k砂戸で，四= ✓応，四=sgn(島）《立 •7 以下 T = (~ な）に対し向(t)=翌畔とする．
A= 占任＝入t~~ゲ>0, A*=叶知＝円；：ーとおくと， k1A-k2 = k3A*, kif A+ k2 = k3/A*. 
•5 単純に考えると共形性は定数倍に限られ，これでは自明なため Caratheodory の方法などがある [9]
•6 [3]にSpin(3)→S0(3)に関係する議諭があるが，そこでのようにスピン幾何を用いずにすませることもできる．




叩(-1/A)= -1/A*'¢,A(-1/A*) = -1/A . 
これより ¢,AA(A)= A, cpがA(A*)= A*が得られ，次の関係式にいたる．
[k1 : k2: k叶=[sin20: 2sin(0 + 0.)sin(0-0』:sin20.] E RP2. (6.1) 
A*/A =点＝笠＝四加から μ1= k心°土 =k心閏，四=k1•~: 点=k3 孟~·:.• よって Q= e→ 0, 
Q. = e→ 8• E U(l)竺 S0(2)とすると A=tan 0, A*= tan仇である．
[k1 : k2: k3] E RP2が一定であるための条件は（ふ，応，応） = (sin 20, 2sin(0 + 0』sin(0-0ふsin2仇）と
おけば応d応ー応d応＝応d応ー応d応 =0であり，これは
(1 -cos 20cos 20. ―sin20sin20.) u= 0 
-cos 20 sin 20. sin 20 cos 20. 。* (。）
と表せる.k1k2 f=〇より左辺の 2x2行列の行列式＝応和 f=0. よってe= e.= o.




標準同型 Vi0怜 c:V2@V1により TEVi⑭怜は転置 tTE怜⑭ Viに対応する.T: V1→ 怜を
TE 怜 @Vt と考えると •8. 怜=V2** (-¢=⇒ dim屹く oo)であればtrは引き戻し T*:V2*→ Vtと一致す
る．以下dimV=n,A:V→Vとする.AはA.:An-1v→ An-lvを誘導する (n=1のとき A.=1). 
w E Anv• ¥ 0は同型w:An-1v→ V*; a >-+ w(a !¥・）を導く．行列式 detA= A*w/w, 余因子変換








補題 6.1.(i) AB= AB, 乙=cn-1 A, t,4 = tA_. (i) rank A<:: n-2-¢=⇒ A= 0.(ii) A.a/¥X = al¥ tAx. 
特に (detA)a/¥ X = A.(a) I¥ A(X) = a I¥tAA(X)より Laplace展開detA= tAAを得る．
命題 6.2.(i) (Cramer) <let Aヂ0⇒A-1 =――-
dej;A 
t,4_ (i) <let A = O⇒ A= xty, ヨXE ker tA C V*, 
一―→
:lY E ker A c V = V**. 特に r皿 kA<: 1. (ii) A= (detAt-2A. (iv) p-lAP = tp,4 tp-1_ 
P=士Pをみたす行列は次の通り.n=lのとき P=士1;n 2 2では P=Oまたは p= cQ, ここで
cn-2 = 1, tQQ = 1, detQ =士1.特に n-=/2のとき実行列P-=/0に対してはPEO(n), detP =士1.









•8 行列の添字記法で (aj) が (a,1) に対応する習慣に従った．
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同一視 V'.::'.V*は若干の混乱を招くため，双線形形式 TEV* ISi V*'.::'. Hom(V, V*)の余因子形式 'I'E
V 0 V'.::'. Hom(V*, V)について補足する.w* E AnVをw(w*)= 1で定める.det T = detw T = T*w* /w, 








補題 6.3.*9 (i) <let cwT = C―2detwT,wをc倍するとtもc-2倍される. (i) tfT =可;T= detT. 
7 第 1節に戻って
§1の三は次のように表される（この計算に必要な事項は §6.2).
己=(pf転） (¾a1 +・+亡am), a;=&/¥ガ， (7.1) 
a; が一定のとき，連比 [μ1:.. : μ 叫も一定になることが示され，したがって spanB = const. よって曲
率比 [k1: .・: kn-1]は一定となる（補題4.1). しかし逆を考えるとき，たとえばμ;=μj, i =Ijであれば
a;jμ □句凡の直交分解は一意的に定まらず，これが補題4.2で分離性条件を必要とする理由になっている
（分離性条件を仮定しなくても， a;,ajを取り直すことで修繕可能と思われるが分離性条件を示すことができ
ればより好ましいと考える）. §1では感触をつかむため捩率 =I0を仮定したが，実際には一般性条件 (0.1)で
十分である．
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（こばやし おさむ）
•9 [2]ではRicci曲率の対称性を仮定しているため転置を明示してない．
